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 אויילראת ומשו

x𝑛𝑦(𝑛) + 𝑎𝑛−1𝑥𝑛−1𝑦(𝑛−1) + ⋯ + 𝑎1𝑥𝑦′ + 𝑎0𝑦 = 𝑔(𝑥)              

𝑥ע"י הטרנספורמציה  = 𝑒𝑡 .ניתן לעבור למשוואה עם מקדמים קבועים 

𝑥𝑟1הפתרונות של המשוואה ההומוגנית המתאימה הם  , 𝑥𝑟2 , … , 𝑥𝑟𝑛  כאשר𝑟𝑖  .הם שורשי הפ"א 

 ( נתיב:yית של  – n –) או הנגזרת ה  x𝑛בניית הפ"א תעשה בדרך הבאה: עבור ביטוי מהצורה 

𝑟(𝑟 − 1)(𝑟 − 2) ⋯ (𝑟 − (𝑛 − 1)) 

 הערה: המעבר בין פתרון של משוואה במקדמים קבועים למשוואת אויילר הוא:

e𝑥 → 𝑥
𝑥 → 𝑙𝑛𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑐𝑜𝑠𝑥 → sin (𝑙𝑛𝑥), cos (ln𝑥)

𝑥𝑆𝑒𝛼𝑥 cos(𝛽𝑥)  →  𝑙𝑛𝑆(𝑥)𝑥𝛼cos (𝑙𝑛𝑥)

 

 1דוג' 

x2𝑦′′ + 𝑥𝑦′ + 𝑦 = 0, 𝑥 > 0              

 פתרון

𝑟(𝑟          הפ"א: − 1) + 𝑟 + 1 = 0 

𝑟2 + 2𝑟 + 1 = 0 

𝑟 = ±𝑖 

𝒚 = 𝒄𝟏𝒔𝒊𝒏(𝒍𝒏𝒙) + 𝒄𝟐𝒄𝒐𝒔(𝒍𝒏𝒙) 

 2דוג' 

x3𝑦′′′ + 2x2𝑦′′ + 𝑥𝑦′ − 𝑦 = 0, 𝑥 > 0              

 פתרון

𝑟(𝑟    הפ"א: − 1)(𝑟 − 2) + 2𝑟(𝑟 − 1) + 𝑟 − 1 = 0 

(𝑟 − 1)(𝑟2 − 2𝑟 + 2𝑟 + 1) = 0 

𝑟 = 1, ±𝑖 

𝒚 = 𝒄𝟏𝒙 + 𝒄𝟐𝒔𝒊𝒏(𝒍𝒏𝒙) + 𝒄𝟑𝒄𝒐𝒔(𝒍𝒏𝒙) 

 



 

sgershon@technion.ac.il 
 

x : הפתרונות לא רציפים ולא מוגדרים בנשים לב =  , כי משוואות אוילר המנורמלת לא מוגדרת שם.0

 משוואת אויילר לא הומוגנית

 שלבי הפתרון:

 .תפתרון המשוואה ההומוגני •

𝒈(𝒙)ביצוע טרנספורמציה  • → �̅�(𝒕)  כאשר𝒙 = 𝒆𝒕. 

 כמו שנעשה עבור משוואה עם מקדמים קבועים. �̅�(𝒕)ניחוש פתרון ל  •

 ופתרון בעזרת השוואת מקדמים. 𝐱חזרה למשתנה  •

 1דוג' 

x2𝑦′′ − 2𝑦 = 2𝑥2 , 𝑥 > 0              

 פתרון

 פתרון המשוואה ההומוגנית -שלב א 

0      :פ"א = 𝑟(𝑟 − 1) − 2 = 𝑟2 − 𝑟 − 2  

𝑟 = 2, −1 

 ומכאן הפתרון של החלק ההומוגני הוא: 

𝑦h = 𝑐1𝑥2 +
𝑐2

𝑥
 

 tטרנספורמציה ל  –שלב ב 

2𝑥2  → 2𝑒2𝑡 

 הצעת פתרון מתאים –שלב ג 

𝑦p = 𝐴𝑒2𝑡𝑡 

 ופתרון המד"ר xחזרה ל  – שלב ד

𝑦p = 𝐴𝑥2𝑙𝑛𝑥,    𝑦′p = 2𝐴𝑥𝑙𝑛𝑥 + 𝐴𝑥,   𝑦′′p = 2𝐴𝑙𝑛x + 2A + A = 2Alnx + 3𝐴 

x2𝑦′′ − 2𝑦 = 2𝑥2 

x2(2Alnx + 3𝐴) − 2𝐴𝑥2𝑙𝑛𝑥 = 2𝑥2 

3𝐴השוואת מקדמים:   = 2 → 𝐴 =
2

3
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𝑦p    ולכן הפתרון הפרטי הוא: =
2

3
𝑥2𝑙𝑛𝑥 

 והפתרון הכללי של המשוואה הוא:

𝒚 = 𝒄𝟏𝒙𝟐 +
𝒄𝟐

𝒙
+

𝟐

𝟑
𝒙𝟐𝒍𝒏𝒙 

 2דוג' 

x2𝑦′′ + 𝑥𝑦′ + 𝑦 = 𝑙𝑛𝑥 , 𝑥 > 0              

 פתרון

 פתרון המשוואה ההומוגנית -שלב א 

0      :פ"א = 𝑟(𝑟 − 1) + 𝑟 + 1 = 𝑟2 + 1+1  

𝑟 = ±𝑖 

 ומכאן הפתרון של החלק ההומוגני הוא: 

𝑦h = 𝑐1cos (𝑙𝑛𝑥) + 𝑐2sin (𝑙𝑛𝑥) 

 tטרנספורמציה ל  –שלב ב 

𝑙𝑛𝑥 → 𝑡 

 הצעת פתרון מתאים –שלב ג 

𝑦p = 𝐴𝑡 + 𝐵 

 ופתרון המד"ר 𝑥חזרה ל  – שלב ד

𝑦p = 𝐴𝑙𝑛𝑥 + 𝐵,    𝑦′p =
𝐴

𝑥
,   𝑦′′p =

−𝐴

𝑥2
 

x2𝑦′′ + 𝑥𝑦′ + 𝑦 = 𝑙𝑛𝑥 

x2 (
−𝐴

𝑥2
) + 𝑥 ∙

𝐴

𝑥
+ (𝐴𝑙𝑛𝑥 + 𝐵) = 𝑙𝑛𝑥 

}השוואת מקדמים:  
𝐴 = 1 → 𝐴 = 1
𝐵 = 0 → 𝐵 = 0

 

𝑦p    ולכן הפתרון הפרטי הוא: = 𝑙𝑛𝑥 

 הכללי של המשוואה הוא:והפתרון 
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𝑦 = 𝑐1cos (𝑙𝑛𝑥) + 𝑐2sin (𝑙𝑛𝑥) + 𝑙𝑛𝑥 

 3דוג' 

x3𝑦′′′ + 𝑥𝑦′ − 𝑦 = 𝑥 , 𝑥 > 0              

 פתרון

 פתרון המשוואה ההומוגנית -שלב א 

0     :פ"א = 𝑟(𝑟 − 1)(𝑟 − 2) + 𝑟 − 1 = (𝑟 − 1)(𝑟2 − 2𝑟 + 1)  

𝑟 = 1,1,1 

 ומכאן הפתרון של החלק ההומוגני הוא: 

𝑦h = 𝑐1x + 𝑐2x𝑙𝑛𝑥 + 𝑐3x2𝑙𝑛𝑥 

 tטרנספורמציה ל  –שלב ב 

𝑥 → 𝑒𝑡 

 הצעת פתרון מתאים –שלב ג 

𝑦p = 𝐴𝑡3𝑒𝑡 

 ופתרון המד"ר 𝑥חזרה ל  – שלב ד

𝑦p = 𝐴𝑥𝑙𝑛3𝑥,    𝑦′p = 𝐴𝑙𝑛3𝑥 + 3𝐴𝑙𝑛2𝑥,   𝑦′′p =
3𝐴𝑙𝑛2𝑥

𝑥
+

6𝐴𝑙𝑛𝑥

𝑥
 

  𝑦′′′p =
6𝐴𝑙𝑛𝑥 − 3𝐴𝑙𝑛2𝑥

𝑥2
+

6𝐴 − 6𝐴𝑙𝑛𝑥

𝑥2
=

−3𝐴𝑙𝑛2𝑥 + 6𝐴

𝑥2
 

x3𝑦′′′ + 𝑥𝑦′ − 𝑦 = 𝑥 

x3 (
−3𝐴𝑙𝑛2𝑥 + 6𝐴

𝑥2
) + 𝑥(𝐴𝑙𝑛3𝑥 + 3𝐴𝑙𝑛2𝑥 ) − (𝐴𝑥𝑙𝑛3𝑥) = 𝑥 

6𝐴השוואת מקדמים:   = 1 → 𝐴 =
1

6
 

𝑦p    ולכן הפתרון הפרטי הוא: =
1

6
𝑥𝑙𝑛3𝑥 

 המשוואה הוא:והפתרון הכללי של 

𝒚 = 𝒄𝟏𝐱 + 𝒄𝟐𝐱𝒍𝒏𝒙 + 𝒄𝟑𝐱𝟐𝒍𝒏𝒙 +
𝟏

𝟔
𝒙𝒍𝒏𝟑𝒙 


